










S t r e s z c z e n i e
Stale	austenityczne	w	ekstremalnie	niskich	temperaturach	podlegają	trzem	zjawiskom	dyssy-
patywnym:	plastycznemu	płynięciu,	przemianie	fazowej	 γ α→ ′ 	oraz	rozwojowi	uszkodzeń.	
Przeprowadzone	 eksperymenty	 dowodzą,	 że	 pojawiające	 się	 inkluzje	martenzytu	 powodują	
spowolnienie	rozwoju	uszkodzeń	plastycznych	w	matrycy	austenitycznej.	W	pracy	przedsta-
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A b s t r a c t
FCC	metals	and	alloys	undergo	at	low	temperatures	three	distinct	phenomena:	dynamic	strain	
ageing,	plastic	strain	induced	transformation	from	the	parent	phase	(γ)	to	the	secondary	phase	
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Kriogenika	 jest	 dziedziną	 fizyki	 i	 techniki	 zajmującą	 się	 badaniem	 i	wykorzystaniem	
właściwości	ciał	w	niskich	temperaturach,	w	których	gazy	takie	jak	hel	czy	azot	występują	
w	stanie	ciekłym.	Najbardziej	perspektywiczną	dziedziną	wykorzystania	materiałów	w	tem-
peraturach	 kriogenicznych	wydaje	 się	 być	 przemysł	 energetyczny	 i	 elektroniczny.	 Przede	
wszystkim	chodzi	tu	o	możliwość	stosowania	elementów	nadprzewodnikowych	w	urządze-
niach	energetycznych.
Tylko	materiały,	 które	 pozostają	 ciągliwe	po	wprowadzeniu	w	 środowisko	 temperatur	
























w	martenzyt	 ( )′α 	wywołanej	odkształceniami	plastycznymi	[2,	3],	oraz	ewolucji	mikrousz-
kodzeń	[4].
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,	czyli	temperaturą	powyżej	której	nie	zachodzi	już	przemiana	fazowa	typu	 γ α→ '.  
Wewnątrz	tego	obszaru	plastyczne	płynięcie	jest	ciągłe	i	towarzyszy	mu	przemiana	pierwot-
nej	fazy	austenitycznej	γ	we	wtórną	fazę	martenzytyczną	 ′α . 	Przemiana	ta	skutkuje	wyraź-




















 – materiał	dwufazowy	składa	się	z	matrycy	austenitycznej	oraz	 losowo	rozmieszczonych	
wtrąceń	martenzytu	o	kształcie	elipsoidalnych	cząstek	Eshelby’ego,	
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 ε ε ε ξεij ije ijp ijbs= + + 	 (1)
Odkształcenia	sprężyste	są	odkształceniami	odwracalnymi,	zanikającymi	przy	odcią-





























Rozpatrywanie	 materiału	 „pseudo-nieuszkodzonego”	 wymaga	 wprowadzenia	 pojęcia	
tzw.	zmiennych	efektywnych	zależnych	od	stanu	uszkodzenia,	opisywanego	pewną	miarą	
uszkodzeń	D,	na	przykład	naprężenia	efektywnego	 σij D( ) 	czy	odkształcenia	efektywnego	
εij D( ). 	Definicja	zmiennych	efektywnych	może	wynikać	z	przyjęcia	 jednej	z	zasad	 rów-
noważności,	wśród	 których	 najbardziej	 znane	 są:	 zasada	 równoważności	 odkształceń	 [6],	
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plastycznego	płynięcia.	Uszkodzenie	 plastyczne	 sprzężone	 z	 plastycznym	płynięciem	 jest	







uszkodzeń	 drugiego	 lub	wyższego	 rzędu.	Uszkodzenia	 te	 nie	 są	 związane	 z	 plastycznym	
płynięciem	i	mogą	występować	już	w	zakresie	sprężystym.
Stosując	geometryczną	miarę	uszkodzeń,	do	trzech	wzajemnie	prostopadłych	płaszczyzn	
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Wykorzystując	tak	zdefiniowany	tensor	uszkodzeń,	można	uogólnić	definicję	naprężenia	
efektywnego	wykorzystywaną	do	tej	pory,	 σ σij ij D= −/ ( ),1 	na	postać	anizotropową:




 σ ε ε ξεij kl klp klbs= ( ) − −( )Eijkl D 	 (4)
Do	wyprowadzenia	 równań	 konstytutywnych	 pseudo-nieuszkodzonego	 kontinuum	 za-
stosowano	zasadę	równoważności	odkształceń	w	postaci:






 E M Eijkl minj mnkl=
−1 0 	 (6)
Tensor	wpływu	uszkodzenia	jest	tensorem	symetrycznym,	zależnym	od	aktualnego	stanu	
uszkodzenia	w	materiale:
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 M  = M  = M  ijkl jikl klij 	 (7)
W	 niniejszej	 pracy	 został	 wykorzystany	 tensor	 wpływu	 uszkodzenia	 zaproponowany	
przez	Cordebois	i	Sidoroff	[8]:
 M Dikjl ik ik jl ik jl jlD( ) = −( ) + −( ) −2 1δ δ δ δ D 	 (8)
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= ∫ 230 d dε ε d 	 (11)
Stosując	nierówność	Clausiusa-Duhema	dla	warunków	izotermicznych,	otrzymujemy:
 Φ Ψ= − ≥σ ε ρij ij  0 	 (12)
gdzie	ρ	oznacza	gęstość,	a	Φ	jest	dyssypacją	mechaniczną.
Różniczkując	po	czasie	równanie	(9),	otrzymujemy:
      Ψ








































































ρ ρ ξ ξ 0 	 (14)
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ρ Ψ 	 (18)











p ,  p D
ij
	oraz	ξ.
Ostateczna	 postać	 równań	 sił	 termodynamicznych	 zależy	 od	 przyjętej	 formy	 potencjału	
stanu.	W	tym	przypadku	potencjał	stanu	jest	wyrażony	przez	energię	swobodną	Helmholtza	
w	postaci	[4]:











Równania	 ewolucji	 odkształceń	 plastycznych	 oraz	 uszkodzeń	 wyprowadzono	 w	 oparciu	
o	 zasadę	 maksimum	 dyssypacji	 (aktualny	 stan	 sił	 termodynamicznych	 jest	 to	 ten,	 który	
maksymalizuje	 funkcję	 dyssypacji).	 Równania	 te	 wynikają	 z	 rozwiązania	 zagadnienia	
Lagrange’a	minimalizacji	funkcjonału:




 f R J Rp , ,  ( ) = −( ) − − =2 0σ y 	 (22)
gdzie
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σ ξ ξ( ) 0 	 (26)
Warunki	obciążania/odciążania	(warunki	Kuhn-Tuckera)	przyjmują	postać:




0 0 i 













Ostatecznie	dla	matrycy	 austenitycznej	podlegającej	 rozwojowi	uszkodzeń	 ciągliwych	
otrzymano	uogólnione	prawo	ewolucji	uszkodzeń	anizotropowych	(na	skutek	istnienia	tek-
stury)	[4]:
  D C Y C= ⋅ ⋅ −( )T DpH p p 	 (28)
oraz	w	notacji	wskaźnikowej










 D( )′ = +α δ σij ij ijf f1 2 	 (30)
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1 ijdet= +( )1 1 σ 	 (31)
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( )ξ ε 	 (39)
gdzie	funkcje	g(ξ)	oraz	f(ξ)	zostały	wyprowadzone	w	pracy	Sitko	i	Skoczenia	[3]	w	nastę-
pującej	formie:
 g MT taξ β µ µ( ) = −2 ( ) 	 (41)























































* *( ) ( )
	 (45)
Klasyczny	model	przemiany	fazowej	 γ α→ ' 	wywołanej	odkształceniem	plastycznym	




 ξ β αεα ' exp{ [ exp( )] }= − − − −1 1
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  d dξ = A p,   p p≥ ξ ,   ξ ξ≤ L 	 (48)
3. Implementacja numeryczna
Opisany	w	pracy	model	konstytutywny	został	zaimplementowany	numerycznie	przy	uży-
ciu	metody	Newtona–Raphsona	 oraz	 schematu	 całkowania	 nie	wprost	 (Euler backward).	
Algorytm	numeryczny	składa	się	z	 trzech	kroków:	sprężystego	predyktora,	korektora	pla-
styczno-fazowego	oraz	uaktualnienia	stanu	uszkodzenia.
Krok 1. Sprężysty predyktor
Algorytm	startuje	od	przyrostu	n,	w	którym	wszystkie	zmienne	stanu	są	znane.	Zakłada	
się,	że	zmiana	odkształcenia	w	następnym	przyroście,	n + 1,	jest	w	całości	sprężysta, otrzy-
mując	w	ten	sposób	naprężenie	próbne	(trial stress):
 σ σ ε σ ε εij ij ijkl kl ij ijkl kl klE E
trial old old old old new old= + = + −(∆ ) 	 (49)
gdzie	 Δε
kl
	 jest	 całkowitym,	 znanym	 przyrostem	 odkształcenia	 w	 danym	 inkre-
mencie.	 Następnie	 sprawdzane	 jest	 kryterium	 plastyczności,	 równanie	 (22).	 Jeśli	
f Rp, trial trial old old old old( , , , , ) ,X D ξ ≤ 0 	 to	 założenie	 sprężystego	 przyrostu	 jest	 spełnione,	
a	naprężenie	próbne	 jest	naprężeniem	na	końcu	kroku	n + 1,	 σ σij ij




bs s,new ,old ,=  D Dij ij( )
new
( )
old .γ γ= 	 Obliczany	 jest	 przyrost	 uszkodzeń	 kruchych	 z	 równania	
D f fij ij ij( ')
new trial ,α δ σ= +1 2 a	na	końcu	zostaje	uaktualniony	tensor	efektu	uszkodzeń	oraz	tensor	
sztywności	sprężystej.	Jeśli	natomiast	 f Rp, trial trial old old old old( , , , , ) ,X D ξ > 0 	to	następuje	pla-
styczno-fazowy	korektor.
Krok 2. Plastyczno-fazowy korektor
Procedura	korektora	przeprowadzana	 jest	 przy	założeniu,	 że	 stan	uszkodzenia	 jest	 za-
mrożony.




plastyczne.	 Naprężenie	 powrotu	 σr	 (return stress)	 sprowadza	 stan	 naprężenia	 na	 bieżącą	
powierzchnię	plastyczności:






klE E= = +
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gdzie	 λ λ λ( ) ( )2 1= + ∆  i λ λ( ) ( ) ,1 = c 	 a	c oznacza	 punkt	 kontaktu	 („przebicia”	 powierzchni	




























( ) ( )2 2
	 (52)
oraz



























∆ ∆ bs  	 (54)















 R R f pnew old new( )= + ξ ∆ 	 (56)
Nowy	stan	w	przyroście	n + 1	musi	spełnić	warunki:
 f Rp new new new old new, , , ,X D ξ( ) = 0 	 (57)
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 R R R f pR( )
old new( )= − − ξ ∆ 	 (60)
 R ff
p= 	 (61)
oraz	wektor	niewiadomych,	 U X= [ , , , ] .R T∆λ 	Spełnienie	warunku	R(U)	=	0	określa	roz-
wiązanie.	Jeśli	rozwiniemy	ten	warunek	w	szereg	Taylora,	otrzymamy	następujące	rozwią-
zanie	dla	wektora	U:
























































































































( , , , , )new new new old new newX D
	 (64)






= + ∆ 	 (65)





ε ε 	 (66)
 p p pnew old= + ∆ 	 (67)




L( )( ) ( )( )
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 ξ ξ ξnew old= + ∆ 	 (69)
T a b e l a 	 1
Algorytm korektora
1.	Inicjowanie	zmiennych
U Un n+ =1
0( )
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Krok 3. Uaktualnienie stanu uszkodzenia
Uaktualnienie	stanu	uszkodzenia	odbywa	się	zgodnie	z	przedstawioną	poniżej	procedurą:





,new old ,new new( ) ( ) ( )γ ε ε= − 	 (70)




( )γ γ γ= + ∆ 	 (71)
 D B s s P Bij kl kl ij
F
ij kl kl( ')
new new new new new new( det )α σ δ σ σ= + +1 21 ( det )new new1+ P ij F ijσ σ 	 (72)





new( )= − +1 ξ ξγ α 	 (73)
4. Wyniki numeryczne
Dane	materiałowe	potrzebne	do	rozwiązania	problemu	oraz	krzywa	σ	–	ε	zostały	zaczerp-
nięte	z	dostępnych	prac:	Egner	 i	Skoczeń	 [4]	oraz	Sitko	 [19].	Szczegółowy	opis	 sposobu	
identyfikacji	parametrów	modelu	został	 zawarty	w	pracy	Egner	 i	Skoczeń	 [4].	Z	powodu	
braku	danych	koniecznych	do	wyliczenia	mnożników	f
1
	oraz	f2	(patrz	wzory	31 i 32)	stałe	B1 
oraz	B2	zostały	dobrane	tak,	aby	symulacja	numeryczna	jak	najlepiej	odzwierciedlała	wyniki	
badań	eksperymentalnych.	Wszystkie	dane	zostały	przedstawione	w	tabeli	2.
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Ta b e l a 	 2












































„dziedziczy”	 uszkodzeń	 ciągliwych	 z	 pierwotnej	 fazy	 austenitycznej,	 a	 stan	 uszkodzenia	
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czony	model	 uszkodzeń	w	materiale	 otrzymany	 z	 numerycznej	 symulacji	wykres	 spadku	
modułu	Younga	także	nieco	odbiega	od	wyników	doświadczalnych	(rys.	5).
Rozbieżności	pomiędzy	wynikami	numerycznymi	 i	doświadczalnymi	mogą	zostać	zli-











wynikającej	 z	 istnienia	 tekstury	 w	 materiale,	 następnie	 rozbudowany	 o	 model	 ewolucji	
uszkodzeń	kruchych	w	martenzycie	 i	 sprzężenie	 rozwoju	uszkodzeń	z	przemianą	 fazową,	
a	w	końcu	zaprogramowany	numerycznie	i	wykorzystany	do	symulacji	próby	jednoosiowe-








Otrzymane	 wyniki	 obliczeń	 numerycznych	 są	 zadowalające,	 a	 zbudowany	 algorytm	
w	łatwy	sposób	może	zostać	zaimplementowany	w	dowolnym	programie	MES.
Praca została wykonana w ramach grantu PB N N501 228440 finansowanego przez Ministerstwo Na-
uki i Szkolnictwa Wyższego.
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